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19 世紀の中頃から 20 世紀の前半にかけては物理学の黄金時代であった。電磁場
の方程式と電磁波の発見、アボガドロの法則に始まる物質の原子・分子論的描像と気体
分子運動論に始まる熱統計物理学など、現代物理学の主要なメニューである研究が次々
と登場してきた。Faraday, Maxwell, Boltzmann, Gibbs という物理の教科書に名を残す
人々が活躍し、Newton 以来の古典物理学は破綻のない完全な理論体系として確立され
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基 礎 定 数 表 
 
真空中の光の速さ  c = 2.99792458 x 108 [m/s] 
電子の静止質量   me = 9.1093897 x 10-31 [kg] 
陽子の静止質量   mp = 1.6726231 x 10-27 [kg] 
Avogadro 定数   NA = 6.0221367 x 1023 [/mol] 
電気素量   e = 1.60217733 x 10-19 [C] 
Planck 定数   h = 6.6260755 x 10-34 [J.s] 
Boltzmann 定数   kB = 1.380658 x 10-23 [J/K] 
       （1986 年 国際的標準値より） 
 
1 [Å] = 10-10 [m] = 10-8 [cm] 
1 [eV] = 1.60218 x 10-19 [J] 
真空の誘電率
0 、透磁率 0 ；
2
0 0 1 c    
9 7
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第 1 章 電子の発見：Faraday, Thomson, Millikan 
 
§1  電気素量の発見：Faraday の電気分解の法則：1833 年 
 







107.88 [g]、あるいは Cl: 35.45 [g]を電気分解で得るために流す電気量は、その物質の
種類によらず一定量であるという Faraday の電気分解の法則が見出された。その電気量
は 1 [Fd]（ファラデー）と呼ばれる。これが 1833 年に確立した Faraday の電気分解の





紀の中頃に現在の値に近いものが算出された（Loschmidt 数）。現在の Avogadro 数を
用いて、1 [Fd]の電気量を割ると電気素量が求まる。 














Röntgen が X 線を発見した（1895 年）のも陰極線の実験からである。「陰極線の実体
は何か」、それを解明するために行われた実験が J. J. Thomson の実験である。その概略
図を下に示す。電荷を帯びた粒子の物理的特性は、真空中の電場のなかを飛ばして、ど
のような軌跡を描くかを考察することによって解明できるだろう。陽極 A の穴を通っ
て陰極線が加速されて真っ直ぐ出てきて、スクリーン S の Y0の位置にスポットが現れ





図 1  J. J. Thomson の実験 
 



































子のもつ ,  ,  e m の間には次の関係式が成り立っていることが分かる。 
2e m ＝一定       (2.2) 
 
 





2.  磁場による陰極線の振れ（e m 一定の証明） 
今度はコンデンサーの間の空間に磁場Bを作用させて実験を行った。磁場Bは紙
面裏向きにかけたとする（図 3 参照）。 
 
 
































  ＝一定     (2.3) 
上記の式から、r B ＝一定が導かれる。 ,  ,  e m に関して様々な値をもつ粒子がスクリ
ーン上の一点に収束している事実は、どの粒子も一定の曲率半径 rで曲がっていること
を意味する。その結果、が一定であることが分かる。 
結局、1, 2 の実験結果から、陰極線の粒子のe mは一定の値をとることが証明され
た。次の実験目的はe mの値を決めることである。 
 






図 4  電場と磁場の力を併用した実験 
 
の点Oの位置にスポットが現れ、 0B  にして実験をすると位置Y にスポットが現れた
とする（図 4 参照）。力が釣り合った状態にすると速さが EとBから求まる。 
e B eE  ,   E B        (2.4) 








          (2.5) 


















   
 
       (2.6) 
, , ,L E Bは実験条件によって決まる。測定値Y を代入して e mの値が求まる。測定さ
れた値の平均をとって、Thomson の実験当時に得られた値は 
e m＝1.3 x 1011 [C/kg]      (2.6) 
であった。現在知られている物理定数を用いると、e m＝1.76 x 1011 [C/kg]である。実
験の精度を考慮に入れると、この数値の一致は十分満足のいくものである。 
 
4.  陰極線の実体 
電気分解の実験から得られるe M の値は、質量M の値が一番小さい水素イオンの






＝9.57 x 107 [C/kg]    (2.7) 
となる。陰極線の実験から得られた値と比較すると、e mの値が非常に大きいことが分
かる。つまり、陰極線の実体は水素原子より「はるかに軽い」負の電荷をもつ粒子であ
ることが分かった。これが「電子」の発見である。e m＝1.76 x 1011 [C/kg]という値を
採用すると、質量の比にして、 1 1800m M になる。これを契機として、本格的に原
子構造を解明しようとする研究が始まった。 
 
§3  電気素量の精密測定：Millikan の実験：1911 年 
 
  Millikan は電荷が「とびとびの値」をとることを直接証明するために、小さな油滴
に帯電した電荷量の差を精密に測定する方法を用いた。その結果、極めて正確に電気素
量 eの絶対値を決めることに成功した。1911 年のことである。 
 
1.  実験原理 
図 5 は Millikan の実験装置の原理を示している。小さな油滴（質量m、半径a）
は電極板間をゆっくりと落下する。最終的には重力と空気の粘性抵抗がつり合って一定
の速さで落下するので、空気の粘性率をとして Stokes の法則を適用すると、 
6m a g        (3.1) 
空気による浮力も考慮するために、油滴と空気の密度をそれぞれ
1 0,    とすると 
6 
 
34 3a   g =6 a ； 1 0        (3.2) 
a 1.0 x 10-6 [m]、  1.0 [g/cm3]、  1.8 x 10-5 [Nm-2s]としてを概算すると 
  0.01 [cm/s]となる。油滴の落下速度を顕微鏡で測定するのに適した値であった。 
 
図 5  Millikan の実験の概略図 
 
霧吹きから射出された油滴は電荷を帯びているので、電極間に電場を作用させて油滴の





2.  実際の実験（q e となる粒子は存在しないのに、なぜeが決まるのか？） 
霧吹きから射出された油滴が顕微鏡の視野内を移動する速さを測定した。 
（ⅰ）電場をかけないときの油滴の落下速度の大きさを g とすると、 
34 3 ga   g =6 a       (3.3) 
（ⅱ）電場をかけたときの落下速度の大きさを
E 、油滴の電荷を q とすると、 




E 、電荷を q とすると、 
 6 g Eq a E        6 E Eq q q a E            (3.5) 









測定値を E E k      と表し、 k の値の小さい順に番号を付けて並べる。すなわち
1 は速さの差が最小のデータである。 k番目の測定値が与える電荷の変化量は、 
6k k kq a E          ； 6 a E       (3.6) 
である。 を定数として測定値
k から kq が求まる。 kq は電気素量 eの整数倍
（
kn 倍）であることを利用して、eを決めようとした。この方法の利点は、 kn 自身の
値は数十であっても、




k を最小値 1 で割った値を表の 2 列目に並べた。 / /k k kq n e      
より











【 eを決定する具体的方法 】例えば、2 列目のデータが、1.0, 1.53, 2.46, ….3.02 という値に
なったとする。2 列目の値( 1kn n  )は、 1 1n  とすると、それぞれ kn の値を示すことになる
が、2 行目の値は 2n =1.53 という矛盾した結果を与える。従って、「 1 1n  ではありえない」こ
とが分かる。そこで、2 列目の値を 2 倍して、それを 3 列目に並べると 3.06, 4.92, …. 6.04 と
なり、すべてが整数に近い値となった。3 列目は  1 12 2k kn n      となるので、 1 2n  と
すると、3 列目のデータは kn の値を表している。つまり、この表の実験結果は、 1 2n  であり、
3 列目のデータを整数値にしたものが kn の値であることを示している。 kn が推定できれば、
それを整数と確定することによって、各測定値 k から k ke n    （ kn は整数）によって
e  の値が計算でき、いくつかの e  の測定値を用いて、その平均値をとることによって、より
正確な e  の値を知ることができる。 
以上の方法は kn が整数であることを根拠にして e  の平均値を決めたのであるが、さらに、
k kn e     1 1k kn n        1 12 2k kn n        
      
1           1.0           2.0 
      
2           1.53           3.06  
      
3           2.46           4.92 
       －          －           － 
      




すなわち、式(3.4)より    g E ke n    となるので、測定値  g E k  と上で確定した e  の
値を用いて kn を計算すると、それらはすべて整数に近い値になる。その kn を整数と確定するこ
とによって、さらに多数の e  の値を得ることができる。その結果、eの測定精度はさらに向上




その当時、Millikan の実験から決定されたeの値は、e 1.59 x 10-19 [C]であった。
1.0 [Fd]の電気量を、この eの値で割ると、Avogadro 定数の値が算出できる。その値は
6.06 x 1023 [/mol]であった。当時、実験的に求められた Avogadro 定数の値としては最





第 2 章 原子核の発見：Rutherford の実験 
 
§4  原子の構造に関する知識 
 
  20 世紀初頭までの原子の構造に関する知識は次のようなものであった。水素原子
の質量は原子量を Avogadro 定数で割ったものから得られる。また、水素イオンと電子
の素電荷は逆符号で大きさは等しい。原子の半径は固体元素の原子量と密度を用いて概
算され、原子半径は 1 [Å]＝1 x 10-8 [cm]程度であると考えられていた。例えば、 
Li 原子の場合、原子量 A＝6.94 [g]、密度 ＝0.53 [g/cm3]、Avogadro 定数 AN  
3
A4 3 ,    r N A r     1.73 x 10
-8 [cm]     (4.1) 
このような知識に基づいて、原子内には、水素原子の質量の約 1/1800 に過ぎない質量
をもつ電子が存在していると推測された。古典物理学に基づいて Lorentz は古典電子半


















スペクトル線が分裂して 2 重線になったり、3 重線になったりする現象が知られてい
て、Zeeman 効果と呼ばれていた（図 6 参照）。磁場ベクトルBに垂直な方向からスペ
クトルを観測すると 3 本線に分裂するが、Bに平行な方向から観測すると中央線がな





1 2,    に分裂し、次のように表される。 
1 0 04eB m        、 2 0 04eB m         
 4eB m           (5.1) 
スペクトル線の「ずれ」 4eB m   の測定値からe mの値を計算し Thomson の実
験結果と比較すると、e mの値に関して、両者がよく一致するという結果が得られた。 
 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
【参考】Lorentz の理論：正常 Zeeman 効果 
  一般に z軸と斜めに交わる平面上で円運動している電子を考えよう。円軌道の中心を原点と
して、電子の位置ベクトルを r とする（図 7 参照）。電子は 20m r という求心力を受けて円運
動しているとする。これに z軸方向を向く磁場 Bが作用したとして、電子の周期運動を考えよう。 
 
 
図 7  磁場Bと斜めに交わる平面上で円運動する電子 
 
磁場 0B のときの運動方程式は、 
2
0m m r r        (5.2) 







これに z軸方向を向く磁場 Bが作用すると、Lorentz 力が働く（求心力に比べ影響は十分小さい
と考えてよい）。 
2
0  x 0m m e  r r r B       (5.3) 
eB m  と表し、  , ,x y zr を各成分に分けて微分方程式を書くと、 
2
0 0x x y    、
2
0 0y y x    、
2
0 0z z     (5.4) 
電子の位置ベクトルの z成分は 0 で単振動する。 x , y 成分の振動解を求めよう。 
( ) ,   ( )i t i tx t a e y t b e           (5.5) 
と仮定して、微分方程式に代入すると、 
 2 20 0a i b     、  2 20 0b i a         (5.6) 
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2 2 2 2
0 0        
に 1 と 2 の 2 つの解が存在して、 
2 2
1 02 4       、
2 2
2 02 4       
0  を考慮し、正の角振動数の解を求めると、 
1 0 2 02,   2               (5.7) 
1  の場合、
2 2
0 1 1    であることを考慮すると、
2ib ia e a   となる。 
従って、 i tae  という複素数解の実数部分をとって、 
 1 0 1Re cos( )i tx a e r t     （初期位相を 0 とする） 
   1 0 1Re sini ty ia e r t           (5.8) 




動に適用すると、磁場 Bに垂直な方向から見ると、 ,x y平面内の円運動による振動数 1 と 2 の
振動成分による輻射光が観測され、さらに z 軸方向の振動数 0 の振動成分による輻射光も観測
されるので、3 本のスペクトル線になる。一方、 Bに平行な方向から眺めると、振動数 1 と 2
の輻射光は観測されるが、z軸方向の振動成分による光は、この方向の輻射強度がゼロであるた
め、スペクトルは中央線が欠けた 2 本線となる。 
スペクトルの振動数を で表すと、式(5.1)に示した結果が得られる。 
1 0 0 04 4eB m             、 2 0 0 04 4eB m              




図 8  振動電流が輻射する電磁波の強度分布 
 
Lorentz による Zeeman 効果の理論的解析によって、確かに原子内には、陰極線中
に発見された電子と同じものが存在していて、それが振動して光を輻射しているという
原子模型が確証を得る結果となった。しかし、Lorentz による Zeeman 効果の理論的説
明は、量子力学が確立する以前の半古典的原子模型に基づくもので問題点も多く残る。
正負電荷間の Coulomb 力が円軌道を保っているというモデルは妥当なものとはいえな


























述の Lorentz による Zeeman 効果の理論的解析とも首尾一貫していた。 











§7  α粒子の散乱実験：Rutherford の原子模型：1911 年 
 





負の電荷が 1.0 [Å] 程度の広がりをもって分布していると考えざるを得なくなった。例








って 粒子が散乱されると考えるモデルが Rutherford によって提案された（図 9）。電
子の質量は 粒子に比べて十分軽く、 粒子の散乱に影響を与えないと考えてよい。 
 
 
図 9   粒子の散乱の様子を表す概念図 
 
1.  Rutherford の散乱断面積の計算 
Newton 力学に基づいて 粒子の散乱を解析してみよう。散乱体の中心核 S がある
位置を x軸とする。質量mの 粒子が点 S から十分離れた位置で、x軸に平行な方向の
初速度をもって入射してきたとする。 粒子と x軸の間の距離を pで表し、それを衝
突径数と呼ぶ（図 10 参照）。 
 
 
図 10  入射 粒子の双曲線軌道 
 
 粒子の軌道は、惑星運動の Kepler 問題と同じだから双曲線となる。 粒子が S への
最近接点 A を通過するときの速さをuとする。中心力場における質点の運動なので、

























































   (7.4) 
0r は 粒子が S に正面衝突するさいの最近接距離である。
2 2
0 0 2 2 4m Ze r   
散乱角と衝突径数 pの関係を考察する。双曲線の漸近線を描き、2 本の漸近線の
間の角度が散乱角である（図 10 参照）。さらに角度 を図のようにとると、 
SA   cot 2p  となる（計算の詳細は下記参照）ので、これを式(7.4)に代入すると、 
      20 0 cot 2 cot 2 1 2 sin cosp r r          (7.5) 
散乱角との関係は、 2 2    である。これを式(7.5)に代入すると、 
   0 02 cot 2   2 cot 2p r p r         (7.6) 
という簡単な関係式が得られる。 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
【参考】SA を pの関数として表すために、双曲線のグラフを図 11 のように書き直す。原点を
O とし、 ,  x y軸を図 11 のようにとって双曲線のグラフを表すと、パラメータ ,  a bを用いて、 
2 2 2 2 1x a y b   
0y  にすると x a  より、OA a となる。双曲線の漸近線を求めると、 
2 2 2 2y b x a     ASy bx a b      
さらに焦点S, Sの x座標は、 2 2a b  である。なぜなら、焦点S, Sの x座標を ,  c c とし、双
曲線上に点 P ( , )c h をとると、双曲線の性質： PS PS 2a  を用いて、 
 
22 2 2 1h b c a    かつ  
2 22 2c h h a    
上の 2 式から hを消去すると、 2 2 2c a b  が得られる。 
図のようにS , N, M という点を選び、漸近線の勾配が b a であることに注意すると、 
2 2OS OSa b     OS N OS A      ON OA   
16 
 
また、OS OS よりS N NM p   となる。 
S ON において、 tan S N ON OAp   、 sin S N OS OSp     
この結果、    SA OS OA 1 sin cos sin cot 2p p        と表される。 
 
 
図 11  双曲線のグラフの幾何学的性質 
 
入射する 粒子の流束密度（単位時間、単位断面積当たりに入射する粒子数）を J とす
る。また単位断面積当たりの散乱原子の数をN とする。半径が p ~ p dp の円筒部分に
入射した 粒子は、散乱角度 ~ d  の部分に散乱される。従って単位時間内に、そ
の方向に散乱されてくる 粒子の数をdnとすると、 
 





2   
4 sin 2 4 sin 2
r r




       (7.7) 
図 12 ように、 ~ d  （ 0  ~ 2 ）の部分の立体角をdとすれば、 
2 sind d     
   
1
 
4 sin 2 cos 2
d d
  












   
 















図 12  散乱角 となる立体角の図 
 






2.  実験的検証 
Rutherford の実験では、金の薄片に 粒子を衝突させ、散乱角が 15~150の範
囲に散乱される 粒子の数を計測した。様々な散乱角に対して、立体角dを一定に
して、その中に散乱されてくる粒子の数を dnとすると、  4sin 2dn  の値はの値に
依らず、ほぼ一定であった。Rutherford の散乱公式が正しいことを証明している。 
また、特定の散乱角（ d   ）方向に飛んでくる粒子数を計測すると、正面衝











      (7.10) 
さらに定数
0r の値から、標的原子の原子番号Z も求まる。下記の例は標的が Cu 原子の
場合の測定データである。このデータを用いて Cu 原子の原子番号を求めてみよう。 
式(7.10)から求められた 0r は下記のとおりであった。 
0r 1.6 x 10
-14 [m]＝1.6 x 10-4 [Å] 
2 2
0 0r Ze m  よりZ も求まる。実験で用いられた 粒子の加速電圧が 





0.5 x 5.3 x 106 [V]であったので、 2 2m 5.3 [MeV]となる。 
01 4 =9 x 10
9、e＝1.6 x 10-19 [C]、 2 2m ＝(1.6x10-19) x (5.3x106) [J] 
を代入して原子番号Z を計算すると、次のようになった。 
2 2
0 0Z m r e   29.3 





3.  Rutherford の原子模型の謎 







が輻射され全エネルギーが減少して原子半径 rは収縮する。r =1.0 Å から r =0 に
なるまでの時間は、概算すると 1.4 x 10-12 [s] 程度であった。 
（ⅲ）円運動の周期は Kepler の法則に従って、 3 2T r となる。rが収縮するにつれて
振動周期も短くなり、波長が一定という輝線スペクトルの観測結果に反する。 
 








第 3 章 空洞輻射のスペクトル：hの発見 
 





内の電磁場の温度が等しくなると熱平衡に達する。物体の輻射能を J とする。J d  は、
物体の単位表面積から、単位時間内に、あらゆる方向に輻射される、振動数が d  
となる光のエネルギーである。 A を振動数 の光に対する物体の吸収能とすると、
「 J A  は物体の性質に依らない温度だけの関数である」というのが Kirchhoff の法則
である。なぜそれが成り立つのかというと、物体からの輻射エネルギーと物体が吸収す
る光のエネルギーが釣り合って熱平衡状態になるからである。 
  J I A J A I         ； I ：入射光、 J ：輻射光エネルギー (8.1) 
ここで I d  は、空洞内の光があらゆる方向から物体の単位表面積に単位時間内に照射
される、振動数 d   の入射光エネルギーである。空洞内の単位体積当たりの光の
エネルギー密度を  とすると、 4I c  という関係式が成り立つ。単位断面積と光
速 cの積で与えられる空洞内の体積に存在する光のエネルギーが単位時間内に壁に入
射するので、一応納得できる結果ではあるが因子1 4までは説明できない（詳細な導き
方は付録 1 参照）。  は電磁場のエネルギー密度なので、I は物体の性質には関係なく
温度Tだけで決まる量である。従って、式(8.1)より Kirchhoff の法則が成り立つ。 
 
完全黒体の輻射能と空洞内の光のエネルギー密度： 1A  となる物体を完全黒体と呼ぶ。
このとき、 4J I c    となるので、完全黒体の輻射能 J を観測すると、空洞内に
充満した輻射光のエネルギー密度  を知ることができる。断熱壁でおおわれた物体に

















§9  電磁場のエネルギー 
 
1.  空洞内の電磁場のエネルギーは力学的振動子のエネルギーと等価である 






最も簡単な 1 次元の空洞内に存在する定在波を考えてみよう（詳しくは付録 2 を
参照）。空洞は x軸に沿って広がり、両端は 0x  と x L であるとする。電磁波は x軸
方向に伝播する横波なので、電場が y軸方向のベクトルだとすると、磁場は z軸方向の
ベクトルで、波数ベクトル kは x軸を向く。上で述べた定在波の境界条件を考慮すると、
 ,yE t x は空洞の両端で 0yE  の定在波となるので、 
     0, , cos sink y k kE t x E t kx       (9.1) 
定在波の境界条件より、   ,    1,2. . . .k L n n     (9.2) 




   2 22
2 2






      (9.3) 
式(9.1)を代入すると、振動数 k と波数 kと波の伝播速度の間に、 
   













    2 20 02 1 2
L
E B dx  H      (9.5) 
と表される。式(9.1)を用いて、  ,yE t x を波数 kの定在波の和（フーリエ級数）で表し、
一般化座標に変換するために    0 cosk k kq t E t という変数を導入すると、 
     , siny kkE t x q t kx       (9.6) 
式(9.5)に代入して積分を計算すると、 
       20 0
0 0
2 2 sin sin
L L
y k kk k
E dx q q kx k x dx        




k kkx k x dx L    となることを用いると、 













次に磁場  ,zB t x のフーリエ級数展開を考えてみよう。    
0 cosk k kq t E t の定義から 
2 0k k kq q  となる。すなわち、  kq t は振動数 k で単振動する変数である。さらに、
   2rot 1z yy B x c E t     B であることを考慮すると、 
     2 21 sin sinz k kkB x c q kx k q kx     k  
この結果、磁場  ,zB t x を次のような定在波の和で表すことができる。 





を計算すると、 2 2 2 2
0 01 ,  kc c k    を用いて、 
     2 2 2 2 20 0 0
0
 1 2 4 4
L
z k k kk k
B dx L k q L q         (9.9) 
結局、 0 2m L とすると、式(9.5)は次のように表される。 
        2 2 2 2 2 20 4 1 2 1 2L q q mq m q      k k k k k kk kH  (9.10) 




kq とすれば、 kq は振動数 k で振動する変数で、 
21 2 kmq
は振動子の運動エネルギーに相当し、 p mqk kと表せば電磁場のハミルトニアンは、 
  2 2 22 1 2
k
p m m q  k k kH      (9.11) 











2.  空洞内に存在する電磁場の定在波の振動モードの数 
上で考察した 1次元の空洞に存在する振動数が d    となる振動モードの数





行方向に対し 2 つの振動モードが存在することを考慮すると、  c L n  より
 D d は次のようになる。 
   2 2D d dn L c d          (9.12) 
さらに、 2  を用いて通常の振動数 に直すと、 d   となる振動モードの数
 D d  は次のようになる。 
       2 2 4D d D d L c d L c d             (9.13) 
1 次元の空洞の場合、振動モードの数は に依存していない。しかし、一般に 3 次元の
空洞を考えると、振動モードの数は   2D   となることに注意する必要がある（振動
モードの数の計算の詳細は下記を参照）。すなわち、体積V の空洞内に存在する振動モ
ードの数は次式のようになる。 
     3 2 3 2 38 8 :   D d L c d V c d L V             (9.14) 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
【参考】2 次元、3 次元空洞の場合の振動モードの数 
2 次元の空洞の場合：波数ベクトル k が 2 次元 xy平面内にあるとする：  , ,0x yk kk 。k に直交
する平面内に存在する波数 k の電場ベクトルを  , , ,, ,x y zE E Ek k k と表すと、定在波  , , ,xE t x yk は
y方向の両端（ 0y  あるいは y L ）で , 0xE k となり、かつ、  , , ,yE t x yk は x方向の両端（ 0x 
あるいは x L ）で , 0yE k となる。さらに、  , , ,zE t x yk は全ての境界面で , 0zE k となるので、 
定在波の電場ベクトル  , ,t x ykE  は次のように表される。 
       0, ,, , cos cos sinx x x yE t x y E t k x k y k k k  
       0, ,, , cos sin cosy y x yE t x y E t k x k y k k k  
       0, ,, , cos sin sinz z x yE t x y E t k x k y k k k     (9.15) 
定在波の境界条件より、     , ,0 , ,0x y x yk k L n n k ： ,  x yn n は正整数 
波動方程式より、      2 22 2 2 2 2 2x yc c L n n c L n     k k    c L n  k  
図 14 が示すように、  ,x yn n 平面上の 1 つの格子点が 1 つの振動モードに対応している。従っ
て、振動数が d   、すなわち、nが n n dn となる格子点の数は、半径 n厚さ dnの1 4
円環の面積に等しい。なぜなら、面積 1 に対して 1 つの格子点が対応しているからである。さ
らに横波には 2 つの振動モードがあることを考慮すると、 
     
2
2 1 4 2D d ndn L c d              
2




図 14  2 次元空洞内の振動モードを表す格子点 
 
同様に 3 次元空洞の場合、定在波は以下のように表される。 
         0, ,, , , cos cos sin sinx x x y zE t x y z E t k x k y k z k k k  
         0, ,, , , cos sin cos siny y x y zE t x y z E t k x k y k z k k k  
         0, ,, , , cos sin sin cosz z x y zE t x y z E t k x k y k z k k k    (9.17) 
定在波の境界条件より、     , , , ,x y z x y zk k k L n n n k  ： , ,x y zn n n は正整数 
波動方程式より、      2 22 2 2 2 2 2 2x y zc c L n n n c L n      k k    c L n  k  
2 次元の場合と同様、 , ,x y zn n n 空間の半径 n厚さ dnの1 8球殻内の格子点の数が振動モードの
数に対応する。従って、 d   となる振動モードの数は 
     
32 22 x 1 8 4D d n dn L c d             (9.18) 
となる。上の式で因子 2 は光が横波で 2 つの偏光成分を持つことに起因する。 
振動数が d   となる振動モードの数  D d  に変換すると、 2  を用いて、 
       3 2 3 2 38 8 :   D d D d L c d V c d L V              
確かに式(9.14)を導くことができた。 
 
3.  空洞内の輻射光エネルギー密度：   
振動数が d   となる輻射光の振動モードの数は、式(9.14)より空洞の単位体







熱平均値を  とすると、空洞内の電磁場のエネルギー密度  は次式で与えられる。 
 3 28 c           (9.19) 
従って、今後は温度T の熱平衡状態にある調和振動子のエネルギー  を表す式を考え
る必要がある。 
 
§10  黒体輻射スペクトルの法則 
 
1.  Wien の関係式の発見（1893 年） 
完全黒体の輻射エネルギー J の測定値から得られた  の値を に対してプロット
すると図 15 のようになる。このスペクトルを黒体輻射のスペクトルと呼び、その理論
的研究が始まった。最初に Wien は、空洞の体積を圧縮（一辺の長さ Lを短縮）しても、
  も T も断熱不変量（系の外部パラメータをゆっくり変えても、その値が不変） 
 
 
図 15  黒体輻射のスペクトル 
 
であるという純粋に熱力学的な考察から、振動子のエネルギーの熱平均値が     
 F T  となることを導いた。  F T は変数 T の関数であることを意味する。式
(9.19)の  にこれを適用して  を求めると次式が得られる。 
     3 2 3 38 8c c F T              (10.1) 



















 F T は無次元、 は J s の次元をもつ定数とする（注意： d  の次元が[ 3J m ]であ
る）。  F T の関数形は未知であるが、式(10.1)を Wien の関係式という。実際、実測
データから 3  を計算し、それを横軸 T に対してプロットすると、すべてのデータ
3
  は同一の曲線  F T の上に乗り、式(10.1)が実験的に正しいことを証明してい
る。
 を表す関数形  F T が決まらない限り、黒体輻射のスペクトルを理論的に解
明できたわけではないが、Wien の関係式は黒体輻射に関する 2 つの重要な実験法則を
理論的に解明することに成功した。 
 
（ⅰ）Stefan-Boltzmann の法則：1879 年 
温度T の熱平衡状態にある空洞の表面にある小さな穴から外に洩れる全熱輻射エ
ネルギー流束 J（単位時間、単位面積当たりから、あらゆる方向に輻射される全振動数
領域にわたる輻射エネルギーの和）は、測定データとして、 4T に比例することが 1879
年に発見された（ 4J T ）。Stefan-Boltzmann の法則である。この実験法則は Wien の
関係式(10.1)を用いると以下のように証明することが出来る。 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
体積V の空洞内の熱輻射エネルギーの全振動数にわたる積分量U は、 
       3 3 3 3 3
0
8 8U Vd V c F T d V c T x F x Tdx      

        x T  
単位体積当たりの熱輻射エネルギーの積分密度 u U V は、 
   3 4 3
0
 8u c T x F x dx

    
従って、完全黒体の表面から放出される輻射エネルギーの総和 J は、空洞内の熱輻射の積分密度
uを用いて、 4J I cu  と表せる。その結果 
   4 2 3 4
0
4 2J cu T c x F x dx T 

     
これが Stefan-Boltzmann の法則である。  F x の関数形が分かれば、係数 の値を求めることが
できる。（測定値は ＝5.67 x 10-8 [W.m-2.K-4]） 
 
（ⅱ）Wien の変位則：1893 年 
  空洞輻射のエネルギー密度を波長に対してプロットすると（  ：黒体輻射スペ
クトル）、最大エネルギーを与える波長と温度の間に






- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
 2,   c d c d      という関係を用いて、  を計算すると、 
         3 3 3 3 3 28 8d c F T d c c F c T c d d                 
   5 8 c F c T      
 が最大となる波長を求めるために、 0d d   を計算する。 
          6 5 21 8 5 1 0c d d F c T F c T c T             
      5 0F c T c T F c T      
x c T とすると、 5 ( ) ( ) 0F x xF x   
( )F x は変数 xだけの定まった形の関数なので、上の式の解を 0x とすると、 
0 max max 0  x c T T c x    ＝一定 
これが 1893 年に発見された Wien の変位則である。 
 
2.  Wien の輻射公式：1896 年 
  黒体輻射のエネルギーの振動数依存性を知るためには、  を理論的に求めて、
( )F x の関数形を具体的に決める必要がある。Wien は気体分子の運動エネルギーの
Maxwell 分布との類推から、 ( ) Bb k TF T e   という仮説を立てた。ここで Bk は
Boltzmann 定数である。bはb がエネルギーの次元をもつための定数とする。 従って、 
   3 3 3 28 8B Bb k T b k Tc e c e               (10.2) 




周波数領域では 2  となることが確定的になった。Wien の公式は Bb k T のとき
3
  となり、測定値との不一致が明確となった。 
 
3.  Rayleigh-Jeans の輻射公式：1900 年 
すでに述べたように、空洞内に存在する、振動数が d   の間にある振動子の
数は、単位体積当たり  3 28 c d   である。従って、 2  となるためには、  の





な振動数 でも常に Bk T  となる。なぜなら、エネルギー等分配則が成り立つため、
振動子の運動エネルギーが 2Bk T に等しく、また、ばねのポテンシャルエネルギーも
2Bk T である。（計算は下記参照）。従って、空洞内の電磁場のエネルギー密度  は、 
     3 2 3 38 8B Bc k T c k T           (10.3) 
   Bk T F T   と書き換えると、Rayleigh-Jeans の公式は確かに Wien の関係式
を満足している。すなわち、 x T として、 ( ) BF x k x となる。 
振動数の低い領域において、Rayleigh-Jeans の公式は、理論的な根拠が確かな上、
2
  を満足し実験データとの一致も優れている。しかし、 が増大するにつれて、
 が発散するという致命的な欠陥を伴っていて、黒体輻射の理論は完全に行き詰った。 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
【エネルギー等分配則】熱統計物理学に従うと、温度T の熱平衡状態において、系のエネルギー
が
s となる状態が実現する確率は Boltzmann 因子
s Bk Te
 に比例する。 s Bk Te  を、あらゆる状




   Bk ：Boltzmann 定数     (10.4) 
s Bk Te Z
 は、系がエネルギー s の状態となる規格化された確率を表す。従って、系のエネルギ
ーの熱平均値は 
   1s B sk Ts s ss se Z Z e
        ただし、 1 Bk T    (10.5) 




        log 1 ss ssZ Z e
            (10.6) 
1 次元の調和振動子の運動エネルギーの熱平均値を求める。運動量の x成分が xp x xp p とな
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    
  
   (10.10) 
すなわち、系のエネルギー s を表す項が、連続変数（  or xp x）の 2 次関数になっていれば、
その熱平均値 s は常に 2Bk T となる。これがエネルギー等分配則である。 
 
§11  Planck の輻射公式：1900 年 
 
1.  Planck の内挿公式 
  Planck は黒体輻射の適切な理論を見出すことができずに困り果てた上、理論的根
拠を求めることをあきらめ、高周波領域でよい結果を残す Wien の公式と、低周波領域
で理論的根拠の確かな Rayleigh-Jeans の公式を補間する内挿公式を探した。x T が








       (11.1) 






1 1B Bk T k Tc e c e 
  
    
   
    
    
   (11.2) 
という内挿公式が得られ、実験データと適合させることによって、 として Planck 定
数 hの値が得られた。 を hとした式が Planck 分布として有名な輻射公式である。 
h 6.6260755 x 10-34  J s  
 
2.  エネルギー量子：Planck の輻射公式の物理的意味 
   に対する Planck の輻射公式(11.2)は、  1Bh k Th e    に単位体積当たりの
振動子の数  3 28 c  を掛けたものである。すでに述べたように、古典物理学では、
Bk T  となるのが当然の結果であり、Planck 自身もそう考えていたが、実験事実は
完全にそれを否定していた。Planck が非凡であった点は、
 の物理的意味を深く考






るという仮説が破綻しているのではないかと Planck は疑った。 の大きな振動子にな
ると、エネルギー間隔を




式(10.4)に従って分配関数 Z を計算するとき、 0  ( 0,1,...)n n n   とすると、式
(10.7)の積分は、無限等比級数の和に置き換わる。 
 0 0 0 0( ) 2
0 0
1 ..... 1 1n B
k T n
n n
Z e e e e e
          
 
          (11.3) 
従って、熱平均エネルギーは式(10.6)に従って、 
       0 00log log 1 1n Z e e                (11.4) 
この式を Planck の内挿公式と比較すると、
0 h  となる。すなわち 




Bk T  となり、Rayleigh-Jeans の公
式と一致する。  Bh k T のとき、 1
Bh k T
Be h k T




n nh  のうち、nの値の小さな限られた状態にしか励起できない。 
Bh k T のとき、 1
B Bh k T h k Te e     Bh k Tv h e
      



















は、式(9.11)で与えられるハミルトニアンの変数 kp と kq は同時に定まった値をとるこ
とができないという｢不確定性関係｣の発見が必要だった。量子力学が確立した後、量子
論的世界の調和振動子のエネルギーは、 nを整数として常に  1 2E n h   と表され
ることが明らかになった。この式は Rayleigh-Jeans の公式が成り立つ低周波の光に対
しても成り立っている。しかし、エネルギーの粒の値 0 h  が小さいので光のエネル
ギーを連続変数と近似してもよく、
Bk T  が成り立っていたのである。 
 
  電気素量e、電子の質量mに対して、hは J s という次元をもつ定数であった。こ
れは角運動量の次元である。つまり、hは角運動量の素量であると考えることができる。
原子の大きさが 1Å 程度であることは、Thomson 模型でも Rutherford 模型でも説明す
ることができなかったが、それは電子の軌道半径に｢ h ｣が関与しているとは思いもよら
なかったからである。次章で述べる Bohr の原子模型では、電子軌道の角運動量の中に









第 4 章 Bohr の原子模型 
 


























   
2 2
1 R R
m a n b
 
 
； ,  m nは正の整数    (12.2) 
,a bは物質ごとに異なる数値をとるが、Rはすべての原子に対して成り立つ普遍的定数
で、Rydberg 定数と呼ばれる。Balmer の定数Bとの関係は 4B R である。 
4R B  109721.3 [cm-1]      (12.3) 




ルの場合は、 0a b  となる極めて簡単な形の Rydberg の関係式が成り立つ。これを
振動数 c  に書き換えて表すと以下のようになる。 
 2 21 1 1Rc n    ；Lyman 系列   n 2,3,… 
 2 21 2 1Rc n    ；Balmer 系列  n 3,4… 
 2 21 3 1Rc n    ；Paschen 系列  n 4,5… 
 2 21 4 1Rc n    ；Brackett 系列 n 5,6…   (12.4) 




§13  Bohr 仮説：1913 年 
 
  Rutherford による原子構造の発見は、質量の大部分を占める小さな原子核の周りを
質量の小さな電子が惑星のように運動しているという模型を提案している。しかし、す
でに述べたように、誰も古典物理学に従うこのような原子模型を認めることはできなか
った。1913 年、水素原子の輝線スペクトルに見られる結合原理に注目した Bohr は、あ
えてこの古典物理学を無視することによって、Rydberg 定数を理論的に「見事に」説明




n mE E に等しい
振動数の光を放出する。
n mh E E   （Bohr の振動数条件） 









§14  原子内電子の量子化条件 
 
1.  調和振動子の量子化条件 
調和振動子のエネルギー準位はとびとびの値だけが許される。その特別な状態（量
子化された状態）を選び出す要件は何だろう。振動子の全エネルギーは運動エネルギー
T とポテンシャルエネルギーU の和である。 2 22 2E T U mx kx    。一般化座標







         (14.1) 
2a E k 、 2b mE とおくと、 2 2 2 2 1q a p b  となる。時々刻々変化する振動子




図 16  位相空間のトラジェクトリー 
 
位相空間のトラジェクトリーの面積を求めると、 
2pdq ab E m k         (14.2) 
ここで、振動子の振動数が 2 k m  となることを考慮すると、 
pdq E nh         (14.3) 











2.  電子の軌道運動の量子化条件 
振動子の運動に対して得られた量子化条件を、1 次元の任意の系に対する一般的な
量子化条件と見なして、原子内の電子の運動にこの条件を適用してみよう。円運動の一
般化座標 qとして極座標 をとる。運動エネルギーは  
2
2T m r と表されるので、
一般化運動量 p は定義に従って、次のようになる。 
2p T q T mr              (14.4) 
等速円運動なので p はに沿って一定の値をとる。従って、円運動の量子化条件は、 
2 2
0 0
2pdq p d p d p nh
 
              (14.5) 
となる。 p は電子の軌道角運動量に等しいので、それを Lと表すと、電子の円運動の
量子化条件は、 Lが 2h   の整数倍であるということになる。 
2p L nh n          (14.6) 
 
§15  Bohr の原子模型：Rydberg 定数の理論値 
 




半径 rと軌道角運動量 Lの関係を考察しよう。電子は陽子のまわりを、半径 r、速度
の等速円運動をしているので、Coulomb 力を向心力として次の運動方程式が成り立つ。 
2 2 2
04m r e r         (15.1) 
L rm よりを Lで書き換えて上の式に代入すると、次式が成り立つ。 
 2 204r me L        (15.2) 
また、式(15.1)より、 2 2 02 8m e r  となるので、電子の全エネルギーEは 
2 2 2
0 02 4 8E T U m e r e r            (15.3) 
36 
 
量子化条件を適用すると、角運動量が量子化されて、 2L nh  である。従って、 
式(15.2)に代入すると、軌道半径も量子化されて、とびとびの半径 nr だけが許される。 
 2 2 2 20n Br h me n a n          (15.4) 
さらに式(15.3)から全エネルギーも量子化されて、添字nをつけて表すと、 
   4 2 2 208 1nE me h n         (15.5) 
ここで 2 2
0Ba h me  は Bohr 半径と呼ばれていて、新しく発見されたプランク定数
hと電子質量mおよび電気素量 eの値を代入すると、
Ba ＝0.5292 [Å] である。 
 
Bohr の水素原子模型は、次の 2 つの点で偉大な成功を収めた。 
（ⅰ）原子の大きさが 1 [Å] 程度であることの理論的根拠を初めて見出した。すなわち
電子の軌道角運動量が、 2h  を素量として量子化されていることによって、
最小の軌道半径が存在するからである。 1n  のとき、
1 Br a 0.5292 [Å] 
（ⅱ）Rydberg 定数の理論的導出に成功した。 
4









   
        
   
； Lyman 系列  (15.6) 
4 2 3
0 8R me ch  ； Rydberg 定数の理論値   (15.7) 
Rを表す物理量 ,  ,  m e hは、電子の存在に気付いて後、新たに発見された物理定数であ
る。その測定値を代入して計算されたRの値を分光学的な測定値と比較すると、驚くべ
き一致が見出された。 
R 109737.303 [cm-1]（理論計算値） 









§16  Franck-Hertz の実験：原子のエネルギー定常状態の検証：1914 年 
 









図 17  Franck-Hertz の実験装置の概略 
 
図 17 中の R の部分は電場のない自由空間、そこに水銀の単原子の蒸気を満たした。白
熱フィラメント D とグリッド N1 間で加速された電子は自由空間 R に入って水銀原子
に衝突する。加速電圧
1V が低い間は、電子は水銀原子と弾性衝突する。グリッド N と
電極 A との間の抑制電圧
2V は 0.5 [V]程度にしておく。弾性衝突だけの間は、加速電圧
1V の増加とともに電流計 G に流れる電流は増加する（図 18 参照）。 1V がある値を超え
ると、R 内で水銀原子と衝突して水銀原子を励起させた電子はエネルギーを失う（非弾
性衝突）。この電子は抑制電圧




















図 18  
1 v s .  I V のグラフ 
 
Bohr 理論の限界 


















第 5章 光の粒子性：Einstein 
 
§17  光電効果の発見：1887 年 
 
  光電効果が光の粒子性を証明する実験になったことはよく知られている。しかし、この現象
の最初の発見者は電磁波の輻射を実験的に検証した H. Hertz（Franck-Hertz の実験で有名な G. 








Lenard の実験：1900 年 
  光電効果の定量的な最初の実験を行ったのは Lenard である（1900 年）。図 19 の
ように、真空管内の陰極 C の金属表面に紫外線を照射して、金属から放出される光電
子による電流 I を測定した。 
 
 





















§18  Einstein の光量子仮説：1905 年 
 





E   
 
2 22E E E E   は、熱統計物理学に従うと、 E   を計算して求められ
る（ 1 Bk T  ：詳しくは付録 3 を参照）。空洞内の微小空間（体積）内の輻射エネル
ギーにWien の公式(10.2)を適用すると、 
 3 38 hE d h c e d              (18.1) 
と表される。従って、  
2
E E h E      となる。  n E h とおくと、
 n E h   より、nの揺らぎの 2 乗平均に対して、次の関係式が導かれる。 
         
2 2 2 2




n はその数の揺らぎの 2 乗平均を表している。ランダム現象の確率論に従うと、
粒子数nの値が平均値のまわりで揺らぐとき、  
2
n は n に等しくなる（付録 4 参
照）。例えば、体積V の箱の中に 108 個の粒子が入っていて、箱の中を不規則に動き回
るとすると、箱の中の微小な体積の小部屋には粒子がランダムに出入りする。 V
=1/106とすると、小部屋には平均 n 100 個の粒子が見つかるが、その数の揺らぎの
平均値は  
2






















§19  Einstein の方程式の実験的検証：1916 年：Millikan の実験 
 













なく一定の値をとる（図 20 の  vs. I V 参照）。 
（ⅳ）金属試料の陰極に照射する光の振動数 を変えて、
sV を測定した。振動数の異な
る、いくつかの光照射に対して、 sV を に対してプロットすると、測定結果は直
線上にのる（図 20 の  vs. sV  参照）。試料の金属を変えて測定しても直線の勾配
は同じになる。 







図 20  Millikan の光電効果の実験 
 
きる。従って、陽極電位が  0sV  からゼロに近づくにつれて、陽極に到達できる電子
の数は増加して電流の値が増加し、陽極電位V がほぼゼロになると、電流は最大値に達
して飽和する。 を変えて
sV を測定し、  vs.  sV  のグラフを作成すると、その直線の

























§20  光の波動論的描像を否定する実験事実 
 





























§21  Compton 効果：1923 年 
 
  光を粒子と考えないと説明のつかないもう一つの現象が、1923 年に解明された散
乱 X 線に関する Compton 効果である。波長の短い X 線の散乱スペクトルには、入射
X 線より波長の長い成分が混じっていることは、以前から知られていたが、精確な測定
を行うには X 線の測定技術がまだ不十分であった。Compton は炭素箔によって散乱さ
れた X 線のスペクトルを単結晶による分光器を用いて詳細に研究した。図 21 は散乱角
 を変えて測定された Compton 散乱のスペクトルを表している。 
 
 
図 21  Compton 効果のスペクトル 
 
実験の結果をまとめると以下のようになる。 
（ⅰ）散乱された X 線のスペクトルは 2 本に分かれる。一方は、入射 X 線と同じ波長
（




1 0  は散乱角 だけの関数で、入射光の波長や散乱体の原子の種類に関係しな
い。この現象は Compton 効果と呼ばれる。 
 
X 線散乱はMaxwell の電磁波の理論に基づいて解釈されていた。それに従うと、
X 線は原子内の軽い粒子である電子を X 線の振動数で揺さぶり、その振動電流が入射
X 線と同じ振動数の電磁波を輻射すると考えている。自由電子による、この散乱のメカ
0   45   90   135  
0 00 01 1 1
45 
 
ニズムは Thomson 散乱と呼ばれている。しかし、散乱 X 線の長波長成分が存在するこ
とは、この理論では説明できない。Compton は、入射 X 線は光子として「玉突き」の
ように静止した電子に衝突してそれを弾き飛ばし、エネルギーを失って波長の長い光子



























  (21.1) 
 2 4 2 20 1m c E   、  2 2 2 4 2 2 2 20 1c p m c E     を用いると次式が得られる。 
 2 2 2 4 2 2 2 2 20 1c p m c E E E          (21.2) 
光子の場合は、
0 0m  なので
2 2 2c p E   p E c h c h       (21.3) 
 
 




0 0,  E p 、電子の静止質量を 0m とする。衝突後の光子のエネルギーと
運動量を
1 1,  E p 、反跳電子のエネルギーと運動量を 2 2,  E p とし、光子と電子の散乱角を
図のように ,   とする。運動量保存則より、 
0 1 2cos cos ,p p p     1 2sin sinp p      (21.4) 
2 つの式からを消去すると、 
   
22





0 0,  E p
1 1,  E p
反跳電子







0 0 1 2E m c E E   、 0 0 1 1,   E cp E cp  を代入すると、 
2
0 0 1 2 cp m c cp E     
  2 2 2 2 2 42 0 1 0 2 2 0,   E c p p m c E c p m c      
 
2
2 2 2 2 4
0 1 0 2 0c p p m c c p m c       
   
22
2 0 1 0 0 1 2p p p m c p p          (21.6) 
式(21.5)と(21.6)より、    0 1 0 0 11 cosp p m c p p    
   0 1 0 1 0 1 cosp p p p m c         (21.7) 
 1 0 1 0 01 cosh p h p h m c        
 1 0 1 cosC           ； 0C h m c  ＝0.0243 [Å]  (21.8) 








   0 01 tan 1 1 cos sinp m c          (21.9) 
入射 X 線の波長を 0.712 [Å] とすると、
0 0p m c  0.03 となるので、散乱角 が 45、
90、135のとき、散乱角は、それぞれ、約 67、45、22となる。 
 




































であると同時に波動としての性質を持ち、振動数 と波数ベクトル k という属性をもっていて、










§22  de Broglie の仮説：電子も波動性と粒子性を示す：1924 年 
 
  「光学においては、光の波動としての描像が余りに重視されてきたため、1 世紀に
わたって、その粒子的な特性が見過ごされてきた。しかし、粒子が示す物理現象を考察
するときは、それと反対の誤りが行われていないだろうか。物質粒子の波動的描像があ







の物理的性質の謎を考え抜いた de Broglie は、ふと、電子という粒子には波動という属
性はないのだろうかと疑った。「量子論的世界の粒子には波動性があるというのが普遍
的な真実ではないか」とひらめいた瞬間、量子論的世界の重い扉が動き始めた。 




運動量 Lが 2h  の整数  n 倍の場合のみ、その円軌道は定常状態として存在を許され
るが、その他の場合は電子軌道が消滅する。それは電子が円軌道を一周した後、波動と
しての位相が揃っていないと干渉によって波が消滅するからであると考えた。実際、 
2L r p n h        2 r n h p       (22.1) 
h p  とすれば2 r n  となり、円軌道を一周後、電子の波の位相は周期条件を満た








E h    
;     p h    p k p k      (22.2) 
を de Broglie 波長と呼ぶ。光子に対する上記の関係式は、Planck のエネルギー量子




2 2 2 2
0 1E mc m c c      
2 2
0 1p m m c k       
2 2 2 4 2




相対論的な運動の場合に適用すると、 1c  と近似して、 0p m k  と表し、
2
0E m c 
2
0 2m  となる。静止エネルギーを省いた運動エネルギー
2
0 2m  を Eとし
て、E h  を de Broglie 仮説に基づく電子の振動数の定義だと考えると、 
E   2 2 2 20 0 02 2 2m p m k m    
2 2
0 2k m    (22.4) 
de Broglie 波のとkを用いて、電子の波動を表す平面波を求めると、 
   , = i tt A e   k rr        (22.5) 
この波はk方向に速度 k で伝播する平面波である。光子の場合、平面波で表された波
動は空間を伝播する電磁場ベクトルに等しく、 k c   より波の伝播速度はcであ
る。一方、電子の de Broglie 波の伝播速度は何を表しているのだろうか。これからそれ
を考察するのであるが、その前に de Broglie 波の諸性質について考えてみよう。 
 
§23  de Broglie 波の諸性質 
 
1.  電磁波の波動方程式と波の重ね合わせの原理：位相速度、群速度 
光子という粒子の波動性を示す物理量は電磁場ベクトルEとBである。その , ,x y z
成分を、それぞれ  ,u t r という関数で表すと、  2 2 2 21u c u t    という Maxwell の
波動方程式に従い、  ,u t r は波数ベクトル k や振動数という波動的属性をもってい
て回折や干渉という波動現象を示す。同時に光子は粒子でもあるので、運動量 pやエネ
ルギーEという力学的属性も持っている。力学的属性と波動的属性は de Broglie の関
係式を満たさなくてはならない。平面波の式  ( , ) i tu t a e   k rr を波動方程式に代入す
ると、  2 2 2 2 2 2 2x y zc c k k k    k となる。de Broglie 仮説を用いて書き換えると




波動方程式の重要な性質は、  2 2 2 21L c t    が線形演算子であるという点




     1 2 1 2L au bu aL u bL u        (23.1) 
 ,u t r が波動方程式の解であれば、   0L u  が成り立つ。従って、    1 2, ,  ,u t u tr r が
波動方程式の解であれば、それを線形結合した任意の関数、u  1 2au bu も波動方程式
の解になる。線形微分方程式の解に対するこの性質を「重ね合わせの原理」という。空
間座標が xだけの 1 次元の波動方程式の解を考えてみよう。 1 1 2 2k k c   として、 
       1 1 1 2 2 2, cos ,  , cosu t x a k x t u t x a k x t       
のとき、2 つの解を重ね合わせると、 
  1 2,u t x u u       2 cos 2 2a k x t      cos kx t   (23.2) 
ただし、    1 2 1 22,  2k k k       , 1 2k k k   , 1 2     である。このとき、
式(23.2)も波動方程式の解である。図 24 は 2 つの余弦波（
1 223 ,  21k k   ）を重ね
合わせた波を表している。 k k が成り立っているとすると、図 24 において、波長
の短い振動（波数 k ）は搬送波と呼ばれ、式(23.2)の  cos kx t という因子で表され
る。一方、     2 cos 2 2a k x t    という因子は搬送波の包絡線に対応し、波長の
長い（波数 k ）波を表し、搬送波の振幅を変調しているので、振幅変調波と呼ばれる。
   2 2k x t   0 とすると、  x k t   より、 xは最大振幅の位置を表し、
g k    は振幅変調波の最大振幅の位置の移動速度を表す。この速度を群速度とい
う。一般に、波がエネルギーや物質を運ぶ速度はこの群速度である。 
 
図 24  2 つの余弦波を合成した波 
 
2.  波束：空間的に局在した波 
  平面波の重ね合わせによって、空間的に狭い範囲に局在する波を作ることができる。
一般に、振動数を kの関数として  k と表し、余弦波を積分すると、 
52 
 
     , cosu t x a k kx k t dk


         (23.3) 
振幅  a k を次のように選ぶと、 
 0 0 0( )   a k a k k k k k     ；  0 0( ) 0   or a k k k k k k k      




0( , ) cos
k k
k k
u t x a kx k t dk


          (23.4) 
一方、振動数を Taylor 展開して  
2
0k k 以上の項の寄与を無視しうるほど小さいと
仮定すると、    0 0gk k k     ；  0 0k  、  
0
gk
d dk  と表せる。 
このとき、  ,u t x は次のように表される。 
0
0




u t x a kx t k k t dk 


       






a x t k k t dk  


       












      
 
   (23.5) 
( )gk x t    とおくと、横軸をで表して、振幅変調波の波形は、  02 sina k    と
なる。図 25 に示されているように、この関数は 0  で最大振幅
02a k となり（  
が 0 に十分近いとき、sin  となるから）、かつに関する偶関数である。従って、
 ,u t x は gx t （ 0  ）の位置で最大振幅となり、その両側で対称な関数となる。 
 
 
図 25  関数：    sin g gk x t k x t       sin  の概略図。u軸の位置が 











gx t k    の位置（   ）で振幅はゼロとなり（図 25 参照）、波束は gx t を
中心として、x軸上の幅 2x k   の範囲に局在する。 k が大きくなると、波束の空
間的な広がり x は狭くなる。また、波束の中心は群速度  
0
g k




真空中の光は、どんな波数の波でも常に ck  が成り立っているので、真空中を伝播す
る波束の群速度 g d dk もcに等しくなる。従って、あたかも波束そのものが光子で
あるかのように思われるが、それは短絡的すぎる。波束の空間的広がりを一定のままに





る波数ベクトルの多数の平面波を重ね合わせる必要があり、 2xx k    という関係が
ある。光子の運動量に変換すると、 xx p h   という関係式が成り立つ。 
 
3.  電子の de Broglie 波の群速度 
  de Broglie の仮説に従って、電子にも波動という性質があって、電子の de Broglie
波が空間を伝播すると考えよう。式(22.4)に従うと、電子の波束の群速度は、 g 




の群速度は ( ) ( )g d dk d d k    dE dp となる。相対論的な
2E  2 2 2 40c p m c
という関係式を用いると、 
22 2EdE dp c p  2 2 2 g dE dp c p E c m mc         (23.6) 




§24  de Broglie 仮説の実験的検証 
 
  de Broglie の物質波という奇想天外な仮説はどのようにして検証されたのだろう。実は、de 
Broglie 仮説が発表される以前の 1922 年頃から、アメリカの C.J. Davisson は金属箔による電子
線の散乱実験を行っていた。事故によって偶然得られた大きな Ni の結晶を用いて、特定の散乱
角方向に強い散乱線が現れることを発見し、それが電子線の干渉とは知らないで実験データを
発表していた。1926 年、偶然参加したイギリスの学会で、自分のデータが de Broglie の物質波
の干渉の実験的証拠ではないかと注目されていることを知った。その後、彼はより改良された実
験データによって、単結晶による電子線回折が、X 線の Bragg 反射の実験と同じ機構で起きて
いることを証明した。同じ頃イギリスの G.P. Thomson（J.J. Thomson の子）は薄い金属箔に電
子線を当てる実験を行い、電子線の干渉縞を観測することに成功した。これらの実験によって、
1927 年頃には、物質波という画期的な de Broglie 仮説はほぼ完全な実験的確証を得た。 
 
  結晶による X 線回折を調べるための粉末法と呼ばれる Debye-Scherrer の方法を説 
明しよう。結晶面の面間隔をd とし、X 線の入射角を図 26 のようにとると、 
 
 
図 26  Bragg 反射 
 
2 sind n  （nは整数）を満足する角度方向に反射されたすべての X 線は位相が揃
って強めあう（Bragg 反射）。粉末法の場合は、角度が Bragg 条件を満たすとき、反
射面の法線ベクトル nˆが入射 X 線と角度  2    をなす、すべての微結晶が反射
X 線の強度を強め合う。そのような反射 X 線は、入射 X 線と角度2 をなす円錐面を








図 27  Debye-Scherrer の干渉縞 
 
1927 年、de Broglie によって提唱された物質波という大胆な仮説を検証するために、2
つの実験が独立して行われた（C.J. Davisson と G.P. Thomson のグループ）。図 28 は
G.P. Thomson のグループによって測定された、金の薄膜（微結晶の膜）に照射された





図 28  金の微結晶の薄膜による電子線回折の干渉縞 
 
動性をもち、物質波の重ね合わせが成り立つことを決定的に示す証拠となった。10 [kV]
程度の電圧で加速された電子線の de Broglie 波長を用いて、観測された干渉縞の間隔










電子線回折法と X 線回折法の 2 つの方法で測定された結晶の格子間隔は、下記の表の
ようにほぼ一致している。 
 
          格 子 間 隔 
    結晶    電子線回折     X 線回折 
     Au       3.99-4.20 [Å]          4.06 [Å] 
         Al         4.035 [Å]          4.063 [Å] 
 
さらに、物質波の回折像は電子に限らず他の原子の物質波でも観測されている。1929 年
には、He 原子や水素分子による物質波で干渉縞が観測された。 h p  の関係は電子
以外の物質波でも成立していた。以上の実験結果は、物質波という「画期的な概念」で
ある de Broglie 仮説の完全な実験的証明である。 
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第 7 章 物質波の波動方程式：量子力学の出現 
 
§25  de Broglie 波の統計的解釈：確率波という概念 
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 と kは、その確率波の位相を指定し、位相が半波長ずれる 2 つの波が重なりあう場所
















数と波数ベクトルkは、力学的なエネルギーEと運動量 pに de Broglie の関係式で






























0k k k   0k k ）の平面波の重ね合わせで表される。式(23.5)を考慮して、 0t 
とし xに 0x x を代入すると、  0cos k x x  という平面波を k の範囲で重ね合わせ
たものが図 25 に示されたような波束を表す。つまり、ある瞬間（例えば時刻 0t  とす
る）
0x の近傍に局在した波束は次のように表される。 
   
0
0
0 00, cos  
k k
k k
u x a k x x dk


     
 
 





a k k x x
k x x
         
   (26.1) 
(0, )u x は
0x という位置で最大振幅をとり、 0x x が k  となるとき振幅がゼロとなる。 
すなわち、確率波 (0, )u x は
0x を中心として k  の範囲で有限の値をとり、電子の局
在する範囲を x とすれば、波数の広がり k は、 2k x    でなければならない。物
質波における波数ベクトルと運動量との対応関係を考慮すると、
xp k   となるので、 




の加速電圧で電子線を作ると、電子のde Broglie波長は 1.5 [Å] 程度になる。h p
より、 p p x   となるので、Thomson の実験のように、位置決定の精度が x
=1[mm] =107 [Å]程度の場合は、 p p 1.5 x 10-7となって運動量の不確定さは問題に
ならない。つまり、粒子の位置と運動量を同時にほぼ完全に追跡することができる。一
方、原子スケールの空間内で粒子の運動を追跡しようとすると、 x =1 [Å] となるので、

















数（平面波）によって、電子が定まった運動量 xp （ k）をもって速度で伝播してき
たとする。衝立上の原子サイズ（ y ）のスリットを通過した瞬間、上述のように、 y
方向の運動量成分は大きな不確定性 yp を生じるので、電子は確率波に従って y方向に 
 
 



















 2 sin 2   siny y             (27.1) 
角度 の程度まで波数ベクトルは広がることになるので、 yk  tan sink k    とな
る。式(27.1)を用いるとsin y   より、 
2yk k y y        2yk y       yp y h      (27.2) 
これが y と yp の間に生じる不確定性関係の物理的要因である。 


































式は分散関係と呼ばれる。相対論的な力学量の関係式： 2 2 4 2 20E m c c p  を考慮して、
波動としての分散関係を考察しよう。光の場合は、 0 0m  なので、分散関係は 
2 2 2 2 2 2 2 2E c p c k     p kより 2 2 2p k  
 2 2 2 2 2 x y zc k k k          (28.1) 
   0,
i t



















r       (28.2) 
は、式(28.1)の分散関係を満たし、光子のエネルギーと運動量の間の関係を正しく表現
している。すなわち、Maxwell の波動方程式(28.2)の解である確率波：  ,u t r は、光子
の力学的運動の状態を正しく反映する波動関数である。この  ,u t r が電磁場のベクトル
EやBに等しいことは、§23 ですでに述べた。 








で Eと pの関係を考慮すればよい。そのため、Schrödinger は非相対論的な力学関係に
基づく分散関係式を満たす波動方程式を考察した。それが Schrödinger の波動方程式で
ある。 1c  の関係を用いて、上記の相対論的な式の近似解を求めると、 
 
1
1 2 2 22
2 4 2 2 2 22





E m c c p m c m c
m c m
 
     
 
  (28.3) 
となる。自由粒子の非相対論的な運動を考える場合、静止エネルギーを定数項として省
き、運動エネルギーの部分をEとして扱う。従って、エネルギーと運動量の間の関係式
は、E  , p kを考慮して、以下のようになる。 
   
2




x y z x y zE p p p k k k
m m
       ； 0m m  (28.4) 
これが、電子の状態を表す確率波が満たすべき分散関係である。§22 でも述べたように
非相対論的な分散関係式を用いても、電子の物質波の群速度： g d dk  は電子の移
動速度に等しくなる。電子に限らず一般に質量mの粒子の非相対論的な運動において、
自由粒子の状態を表す波動関数  ,t r は平面波で表されるので、 






r        (28.5) 
この波動関数が、粒子の力学的運動を表現しているためには、分散関係：式(28.4)を満







   

       (28.6) 
これが自由粒子の状態を表す物質波の波動方程式である。事実、波動関数  ,t r とし
て自由粒子の確率波の式(28.5)を代入すると、   2 2 22 2k m p m という分散関係
が成り立つ。従って、ポテンシャル  U r が存在するときは、運動方程式(28.6)の右辺に








    

r      (28.7) 
 U r を付け加えても微分方程式の線形性は保証されている。ただし、ポテンシャル
 U r が存在するときの確率波に対して微分方程式(28.7)が成り立つという確固たる理
論的根拠（例えば、電磁波に対する Maxwell の方程式のような）があったわけではな






（ 0t  ）の状態（確率密度分布）が与えられると、この微分方程式の解によって、その
後の時刻の状態を追跡することができる。この式はポテンシャルU が時間に依存する
場合でも成り立つ。
0 0m  の光子に対する確率波（電磁波）の波動方程式の解  ,u t r は
実数解として求めることができるが、
0 0m  の粒子の確率波の波動関数は Schrödinger
方程式の形から見て本質的に複素数解である。複素数である  ,t r そのものは何も物
理的実体を伴わない。その振幅の自乗
2
*    が粒子の出現確率を表すという物理
的意味を持っている。 
 
§29  時間に依存しない Schrödinger 方程式：定常状態 
 








   

   

 















    (29.1) 









     i E tt e        (29.2) 






     r r r r      (29.3) 
式(29.2)より、 * 1   となるので、確率密度の分布関数      
2
, *t   r r r は時間
によって変化しない。従って、この状態を定常状態という。式(29.3)の演算子：
   2 22m U   r をH と表し、ハミルトニアンと名付けると、 
   E r rH        (29.4) 
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これを時間に依らない Schrödinger 方程式という。H は粒子の全エネルギーを表して





るポテンシャル井戸に閉じ込められた粒子の波動関数を考察する。0 x L  の領域で、
ポテンシャル 0U  、両端の 0,  x x L  で、U とする。粒子はポテンシャルの壁の
間を自由に運動するが、壁から外へ出ることはできない。 
0 x L  における、エネルギー定常状態の Schrödinger 方程式は、 
 2 2 22m d dx E         (29.5) 
 
 
図 31  ポテンシャル井戸に閉じ込められた粒子 
 
波動関数の境界条件は、    0 0,  0L   である。これを用いると、 




ー準位間のエネルギー差は 1n  のとき、 E 1.13 x 10-14 [eV]となって、エネルギー
準位は連続していると考えて全く問題ない。しかし、L＝10 [Å]程度（原子サイズの領
域）に閉じ込められているとすると、 E 1.13 [eV]となって、エネルギー準位の間隔
は十分大きくなる。規格化された波動関数（粒子が見出される確率を 1 と規格化した）













すでに述べたように、Schrödinger は陽子と電子の間の Coulomb ポテンシャルが
  2 04U r e r  のときのハミルトニアンH を用いて、    E r rH から、エネ
ルギー定常状態の波動関数を求め、エネルギー固有値 nE が Bohr 仮説によって導かれた
式(15.4)と全く同一であることを確かめた（付録 6 参照）。微分方程式を解いて   r を
求めることは、高度な数学的解法を必要とするが、水素原子に対する Bohr の 2 つの仮
説（定常状態仮説、電子軌道の量子化条件）を合理的に説明することができたことは「波
動力学」の正当性を明瞭に証明するものとなった。さらに、典型的な力学的運動である
調和振動子に対しても、ポテンシャルエネルギーとして   2 2 2U x m x を用いて
Schrödinger 方程式を解くと、エネルギー固有値が  1 2nE n   となることが分かっ







第 8 章 追記 
 













§30  演算子の固有値と固有関数 
 
すでに述べたように、時間に依らない Schrödinger 方程式は    E r rH と表











1 2,  E E に対応するH の固有関数をそれぞれ 1 2,    とする。
1 2,    は、粒子がある有限の領域に束縛された状態を表すとする。 
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 2 21 1 1 1 12m U E       H    ① 
 2 22 2 2 2 22m U E       H    ② 
①の両辺に
2 * を掛け、②の両辺の共役複素数をとって、それに 1 を掛けて、それを互
いに引き算すると、 
    2 2 22 1 1 2 1 2 2 12 * * * *m E E              (30.1) 
  22 1 2 1 2 1* * *           を用いて、式(30.1)の左辺を書き直すと、 
 2 22 1 1 2* *        2 1 1 2* *          (30.2) 
ベクトルの発散に関する Gauss の定理を用いると 
   2 2 1 1 2
V
2 * *m d        r  
   2 2 1 1 22 * *m d   

     a   (30.3) 
ただし、
V
d rは体積分を表し、 d aは領域V を囲む閉曲面上の面積分である。 
1 2,    は有限な領域に広がる束縛状態であるため、を無限遠に選ぶと、 1 2,    の値
は閉曲面上でゼロとなり、面積分の値がゼロとなる。その結果、次式が成り立つ。 
     2 2 22 1 1 2 1 2 2 12 * * 0 * *m d E E d            r r  (30.4) 
1 2E E ならば、 2 1* 0  d    r  波動関数 1 と 2 は直交している。一方、 




2 1 2 1* d    r       (30.5) 
と表し、 2 1 0   となる関数 1 と 2 は直交しているという。また、 1 1 1   は 
関数
1 の大きさ（ノルム）が 1 に規格化されているという。 
 








系を完全正規直交系という。例えば、 x    の範囲で、基底関数の組、 







  ハミルトニアンH は一般にエルミート演算子と呼ばれるものの一つである。エル
ミート演算子について少し説明しよう。演算子 Aˆを関数
m と n ではさんで積分したも
のをブラ・ケット記号で表すと、 
   ˆ ˆ*m nm A n A d   r r r      (30.6) 
Aˆのエルミート共役演算子を †Aˆ と表すと、 †ˆ ˆ *n A m m A n が成り立つ。 
行列で表現すると、 †Aˆ は Aˆの複素共役転置行列である： †, ,
ˆ ˆ *n m m nA A 。 
†ˆ ˆA A となる演算子のことをエルミート演算子という。 




エルミート演算子 Aˆの固有値を ,  n m  、その固有関数を ,  n m  とする。 
†ˆ ˆ
mn A m n A m n m   
†ˆ ˆ * * * *n nn A m m A n m n n m     
  * * * * ,m n n mm n d d n m      r r  1n n   
  * 0m n n m          (30.8) 
n m  ならば、 0n m    固有関数  n r と  m r は直交している。 
n m とすれば、 1n n  より、 *n n     n は実数。 








* *m n nn m n m mn i m i dx i dx i dx
x x x x
  
    


    
         
    
†
*
* * *n nm mn i m m i n i dx i dx
x x x x
 
 
         
                  











はエルミート演算子。   (30.9) 
（ⅱ） *n m m n ；すでに証明済み。    (30.10) 
（ⅲ） ˆ ˆ,  A Bを演算子とする。  
†
† †ˆ ˆˆ ˆAB B A     (30.11) 
 
†
† †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ * *n AB m m AB n m A Bn Bn A m Bn A m     
† † † † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ* *n B A m n B A m A m B n A m Bn Bn A m     
（ⅳ）      
† † †† † † † †ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA iB A iB A B i A iB          (30.12) 
 
§31  量子状態における観測可能量：オブザーバブル 
 
  H の固有関数を基底関数系
n （正規直交系）に選ぶと、任意の状態   r は 
  1 1 2 2c c   r       (31.1) 
のように、基底関数の線形結合で表される。
n は固有値 nE をとる固有関数だとすると、 
   1 1 2 2 1 1 2 2* * * * *d c c c c d           r rH H H  
2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2* *c c E c c E c E c E       (31.2) 
この式は、系の状態   r において、エネルギー 1E をとる確率が
2
1c 、 2E をとる確率が
2
2c となり、エネルギーの期待値 E が式(31.2)に等しいことを意味している。 
2 2
1 1 2 2E c E c E     H      (31.3) 
同時に、  の展開係数






i 、その固有値を ia とすれば、状態 i ii c  における演算子 Aˆの期待値は 
Aˆ  Aˆ  
2
i ii





x x x dx     と表される。従って、その時間変化は 
 *d x dt x t dx     * *x t t dx          
上記の計算において、期待値を計算するときの xは tと独立な変数であることに注意す
る。その結果、時間微分は関数と * だけに作用する。時間に関する Schrödinger 方程
式(28.7)を考慮すると、 
 
2 2 22i t i m x U          H  
 
2 2 2* * 2 * *i t i m x U           H  
これを代入して計算すると、 
   2 2 2 22 * *d x dt i m x x x dx           
   2 * *i m x x x x dx              (31.5) 
部分積分を実行すると、 
     2 * * * *i m x x x x x dx       


             
   
境界条件から第 1 項がゼロになることを考慮し、さらに、 
     * * * *x dx x dx x dx      


             
となるので、式(31.5)は 
      2 2 * 1 *d x dt i m x dx m i x dx               
  d x dt i x m       
運動量の x成分の演算子を ˆ xp とすると、その期待値は ˆ xp md x dt となるので、 
 ˆ ˆ   x xp i x p i x              (31.6) 
次に、ポテンシャルの平均値を考えてみよう。 
         
2
*U U U d U d       r r r r r r r   (31.7) 
これは、粒子が rという位置に見出される確率  
2
 r に  U r を掛けたものの和になっ
ているので、確かにポテンシャルの平均値に対応している。さらに、 
 2 22U E U m        H  
E U は運動エネルギーの平均値 Tˆ  に等しいので、 
 
22 2 2 2 2 2 2 2ˆ 2 2T m i m x y z            
式(31.6)を考慮すると、 





いろな物理量がエルミート演算子 Aˆで表され、波動関数   r の量子状態において観測
可能な物理量（オブザーバブル）は、演算子 Aˆの期待値である。 
   ˆ ˆ ˆ*A A A d      r r r      (31.9) 
 
§32  演算子の交換関係と不確定性関係 
 
以下に、各物理量に対するエルミート演算子をまとめておこう。 
全エネルギー    2 22m U    rH  
運動エネルギー     2 2 2 2 2 2 2 2 2ˆ 2 2T m m x y z             
運動量 ˆ i  p ,  ˆ xp i x      
角運動量 ˆ ˆ x L r p ,      ˆ ˆ ˆx z yL yp zp i y z z y          
位置 r  
ポテンシャル  U r  
同時に確定した値をとることのできる物理量（例えば、 Tˆ と ˆ
xp など）は演算子が交換
可能（可換）である。すなわち、2 つの演算子は同じ固有関数を共有する。一方、交換
関係 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,A B AB BA   
 
が 0 にならない 2 つの演算子 ˆ ˆ,  A Bは同一の固有関数を持たない
ので、不確定性関係が存在する。例えば、位置 xと運動量 ˆ
xp との交換関係を計算してみ
よう。   ˆ, ,xx p x i x     は演算子なので、これを関数  x に作用させると、 
              ˆ, xx p x x i x x i x x x i x             
 ˆ , xx p i         (32.1) 
下記の定理を使うと、この交換関係から位置と運動量の不確定性関係を一般的に導くこ
とができて、    
2 2 2ˆ 4xx p   となる。以下でそれを証明する。 
 




2 2ˆ ˆˆ 4A B C が成り立つ。 
（証明） Gˆを演算子として、 Gˆ  とすれば、 
† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆG G G G G          ˆ ˆ ˆ* * * *G G d G d        r r  
  
2
ˆ ˆ ˆ* 0G G d G d     r r  
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 を実数とし、  ˆ ˆ ˆG A i B  とすれば、 
      
†
† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆG G A i B A i B A i B A i B               ˆ ˆˆ ˆA i B A i B     





2 2ˆ ˆˆ4 0D C B A     
2
2 2ˆ ˆˆ 4A B C   
 
不確定性関係を導くために、 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  A A A B B B      と定義すると、 
   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,A B A A B B AB BA A B iC                   
従って、    
2 22
ˆ ˆˆ 4A B C   が成り立つ。    (32.2) 
 
これが Heisenberg の一般的な不確定性関係である。位置と運動量の場合、 Aˆ x 、
ˆ ˆ
xB p とすれば、  ˆ ˆ ˆ, , xA B x p i     より、 Cˆ   
   
2 2 2ˆ 4xx p          2xx p       (32.3) 
厳密には xと xp の標準偏差値であるが、それを ,  xx p  という記号で表せば、これま
で使ってきた不確定性関係の式 2xx p    が得られる。 
 















§33  波動関数の境界条件と｢トンネル効果｣ 
 
  図 32 のようなポテンシャルのなかに存在する粒子の、エネルギー定常状態の波動
関数を考えてみよう。ポテンシャルは、 0x  の領域でゼロ、 0x  の領域で一定の正の
値
0U である。粒子の全エネルギーをEとし、 0E U とする。 
時間に依らない Schrödinger 方程式は、 
 2 2 20   2x m x E           (33.1) 
 2 2 2 00   2x m x U E            (33.2) 
波動関数  x の一般解を求めよう。 
0x  のとき、 1 2k mE とすると、   1 11 2
ik x ik xx Ae A e             ① 
0x  のとき、  2 02k i m U E  として、   2 21 2
ik x ik xx B e B e       ② 
しかし、②式の第 2 項は、
2 0ik k   となるので、この項が存在すると x で波動関
数は発散する。従って、
2 0B  でなければならない。それゆえ、 0x  の領域における
波動関数は  02k m U E  として、  
kxx Be  となる。 
 
 




ある。つまり波動関数は 0x  で連続関数でなければならない。さらに、以下で示すよ










【証明】0 1 のとき、       2x dx


      

         




     
 
       
 x  は 0x  で不連続であるが有限な値をとっている。従って、上の式の極
限値はゼロとなる。故に、  x  は 0x  において連続である。 
結局、波動関数は、ポテンシャルの不連続点において、滑らかで連続な関数となる。 
この境界条件を用いると、 
1 2A A B   かつ  1 1 2ik A A kB       2 1 1 1 A ik k A ik k     (33.3) 
1 1A  とおくと、    2 1 1A k ik k ik         2 21 1 12B k k ik k k    となる。 









A k ik k ik k k
R
k ik k ik k kA
  
   
    
    (33.4) 
このように粒子はポテンシャル障壁で完全に反射されるが、粒子は 0x  の領域にも侵
入する。それを示すために、 0x  における  
2
* x   を計算してみよう。 





























d   の間にある電磁波のエネルギー流束を I d  とする。空洞内の単位体積当た
りの、振動数が d   となる電磁波のエネルギー密度を d  とするとき、 I と 
の間の関係を求めてみよう。空洞内に存在する平面波の振動モードの波数ベクトルを k
とするとき、 2c  k として振動数が d   となる全ての振動モード（k の方向










到達する。底面の法線に対する斜筒の軸の角度を ,  として、その軸が立体角 d 
sin d d   内にある様々な斜筒を考えると、これらの斜筒内に存在する振動モードの
数は、波数ベクトル k がdの範囲内に分布して cosc  の体積内に存在する振動モー
ドの数と同等である。例えば、図中のが同じでが 異なる右側の斜筒（体積 cosc  ）
を考えると、が同じでが 異なる波数ベクトルk の振動モードのエネルギーが底面
Sに到達する。このように、様々な斜筒を通って、立体角dの方向から表面Sに入射








cosc    4d     (A1.1) 
I はあらゆる方向の斜筒を通って標的表面に入射する光のエネルギーを表しているの
で、を0 2 、を0 2 まで変えて積分したものに等しい。 
2 22 2










      
 

          (A1.2) 
すなわち、 4I c  が成り立つ。底面積 1で長さcの筒状部の光のエネルギーが壁の
単位断面積に入射すると考えると、I がc  に比例することは容易に理解できるが、厳
密にはその1 4が I に等しい。この因子1 4は幾何学因子と呼ばれる。 







考えると、平面波の波数ベクトル k の , ,x y z成分はそれぞれ次の条件を満たす。 
     ,  , x x y y x zk L n k L n k L n     ； , ,x y zn n n は正の整数  (A1.3) 
Lは波の波長に比べて十分大きいので、波数の各成分は十分大きな正の数である。 
     2 22 2 2 2 2 2 2 2x y z x y zk k k k L n n n L n          
振動数 2ck  の振動モードのエネルギーは、§9で説明しているように、振動数 の一つの調
和振動子のエネルギーに相当する。そのエネルギーの熱平均値を E とすると、電磁場のエネ
ルギー密度  は、 E に振動数 d   となる振動モードの数を掛けて、空洞の体積
3V L で
割ったものに等しい。振動モードの数は、本文中の§9で説明したように、3次元の  , ,x y zn n n 空
間の体積 1 に対して一つの振動モードが対応するので、その数は  , ,x y zn n n 空間の体積を 2 倍
したものに等しい。2倍する理由は、横波で波数ベクトル k に直交する平面内に偏向する 2つの
振動成分があるからである。  n L k   2L c   より、振動モードの数  D d  は 
     2 3 3 22x 4 8 8D n dn L c          (A1.4) 








なわち、ベクトル k の各成分は正負の値をとり、周期的境界条件より、 





方、固定端条件の場合は、周期的境界条件の場合の 8 倍の密度で k 空間の第 1 象限に振動モー







真空中のMaxwell 方程式は下記の 4 つの式で表される。ここで、  x  Eはcurl E
と同じ、また    Eはdiv Eと同じである。 
 x t   E B ,        0 E      (A2.1) 
 2 x 1 c t   B E ,     0 B  ただし、 2 0 01c     (A2.2) 
式(A2.2)の両辺を tで微分し、さらに式(A2.1)を考慮してEだけの微分方程式にすると、 
      2 2 x  x t t c t c t           E B B  2  x  x c    E  
      2 x  x         E E E Eを用いて上の式を書き直すと、 
2 2 2 2t c   E Eとなる。Bに対しても全く同じ式が成り立つので、結局、 





   0, sint t E r E k r という一つの解をとり上げると、 
 0 cos 0t   E E k k r      (A2.4) 
従って、 0E は kと直交する平面内のベクトルであり、電場の波は横波である。一方、
 ,tB r  0 sin t  B k r と表すと、  x t   E B より、 
     0 0 x  x cos cost t        E k E k r B k r  
 ,  =   k k  さらに、 0 0 x k E B が成り立つ。この結果、 0B も kに直交する平面
内のベクトルで、かつ 0E にも直交する。電磁波はk方向に進行する横波で、 0 0 x E B は
波の進行方向を指すポインティングベクトルと呼ばれる。また、式(A2.3)より、 
2 2 2 2 2c c k  k        (A2.5) 
という分散関係が成り立つ。さらに、 0 0kE B より 0 0E cB も成り立つ。 
 
つぎに、空洞に閉じ込められた電磁場のエネルギーを考察しよう。それをH と表すと、 





分はゼロとなる。この境界条件を満たすベクトル  ,tE r は空洞内に存在する定在波と
なり、その各成分は次の形のフーリエ級数で表される。 
  0 ,, cos( )sin( )sin( )x x x y zE t E k x k y k z kkr  
  0 ,, sin( )cos( )sin( )y y x y zE t E k x k y k z kkr  
  0 ,, sin( )sin( )cos( )z z x y zE t E k x k y k z kkr     (A2.7) 
0
kE は定在波の振幅で時間の関数となり、波数ベクトル k は次のように表される。 
   , , ( , , )x y z x y zk k k L n n n k ;  , ,x y zn n n は正の整数。  (A2.8) 
なぜなら、ベクトル k がこの条件を満たせば、 xE は 0,  x L で常に有限な値をとり、
0,  y L , 0, z L で常にゼロとなるからである。同様の状況が yE 、 zE に対しても成り
立って、壁面上でベクトル Eは常に壁面の法線方向を向くという境界条件を満足する。 
 0 0 0, , , sin( )sin( )sin( ) 0x x y y z z x y zE k E k E k k x k y k z      k k kkE  
0  0 kE k  すなわち、ベクトル  
0 tkE は常にベクトルkに直交する横波である。従
って、kに直交する平面内にあって、互いに直交している 2 つの偏光成分が存在する。
簡単のため当面一方の偏光成分だけを考慮する。  ,tE r に対する波動方程式は、 
2 2 0
, cos( )sin( )sin( )x x x y zE t E k x k y k z   kk  
 2 2 2 0 2 2 2, cos( )sin( )sin( )x x x y z x y zc E c E k k k k x k y k z      kk  
同様の式が y成分、 z成分に対しても成り立つので、 
0 2 2 0 2 0 2 2 2 2 =  ;   x y zc k k k k k      k k k kE E E , 
2 2 2c k  k   (A2.9) 
式(A2.9)の微分方程式の解は、  0 ( ) cost t  k k k kE A と表される。振動数k と波数
kの間の関係式 2 2 2c k k は分散関係と呼ばれる。一般化座標で表示するために、 
 0 t kE  tkq と表すと、    cost t  k k k kq A となる。その結果、 
     sint t   k k k k kq A ,    sint t    k k k k kq A  
2   k k kq q        (A2.10) 








xE d , , cos( )cos( )sin( )sin( )sin( )sin( )  x x x x y y z zq q k x k x k y k y k z k z dxdydz










x x k k
L
k x k x dx    , ,0 sin( )sin( ) 2 y y
L
y y k k
L
k y k y dy    , 0 sin( )cos( ) 0
L
x xk x k x dx   
2
xE d  
3 2
,8 xL q  kk  
       2 3 2 2 2 3 20 0 , , , 0 2 16 16x y zd L q q q L         k k k kk kE q  (A2.12) 
 
 ,tE r と同様に、空洞の境界条件を考慮して、  ,tB r を定在波の和で表すと、 
  0 ,, sin( )cos( )cos( )x x x y zB t B k x k y k z kkr  
  0 ,, cos( )sin( )cos( )y y x y zB t B k x k y k z kkr  




kB も kに直交する平面内の横波で 2 つの偏光成分を持つが、その一方
だけを考慮する。  2 x 1 c t   B E より、 
             0 2 0, cos sin sin  x cos sin sinx x y z x y zxE k x k y k z c k x k y k z k kk B   
y成分、 z成分にも同様の式が成り立つので、  0 2 0 x c k kE k B となる。さらに、 
0 2  k k k kE q q となることを考慮すると、  0 2 x kk kk B q となる。 
     0 0 0 2 0 x  x k   k k k kk k B k B k k k B B ,  0 0kk B  
  0  x   k kk q B        (A2.14) 




   
2
2 3 0
,8x xB d L B   kk  
         2 3 0 2 30 0 0 1 2 16 16  x  x d L L       k k kk kB B k q k q  
0kk q を考慮すると、      
22 2 2 2 x  x k q  k k k k kk q k q k q k q  
     2 3 2 2 3 2 20 0 0 1 2 16 16d L k q L q        k k kk kB   (A2.15) 
式(A2.12)と(A2.15)から、空洞の体積を 3V L として、 
   2 2 20 16V q q    k k kkH      (A2.16) 
0 8m V とすると、    
2 2 21 2 1 2mq m q    k k kkH  




第 1 項は質点の運動エネルギーに対応する。一般化運動量を、   2 2p q mq   k k k  
mqkと定義すれば、H は一般化座標 qkと一般化運動量 pkとによって表された力学系
の調和振動子のハミルトニアンに等しくなる。 
   2 2 21 2 1 2m p m q    k k kkH     (A2.17) 
 
このように、空洞内の電磁場の定在波は力学的振動子の集合と等価であることが証
明された。波数kの振動モードは振動数k の 1 つの調和振動子に対応する。ただし、
横波である電磁波には 2 つの偏りがあることに注意を払う必要がある。 
 
空洞内の電磁場のエネルギー密度：   
空洞内の電磁場のエネルギーは力学的調和振動子のエネルギーと等価であること
が分かった。波数k、振動数k の振動子は、運動エネルギーが  
21 2 m kq 、ポテンシャ










に、空洞の単位体積当たり、振動数が d   （ d   ）となるものに対し、 
   3 3 2 21D L d c d         3 3 28D L d c d         (A2.18) 
である。従って、空洞内の電磁場のエネルギー密度を d  とすれば、 










   
2 2 22 2 22E E E E E E E E E          (A3.1) 
温度T の熱平衡状態において、Boltzmann 分布しているエネルギーの熱平均値は、 
 s sE Ess sE E e e
    ;  1 Bk T      (A3.2) 
となる。この E をもう 1 回 で微分すると、  
2
E が得られる。 
 s sE Ess sE E e e
            

       
 
2
s s s s
s
E E E E
s s
E
E e e e E e
e
   

    

        





2 s s s sE E E E
s sE e e E e e
             
 








 に対して、具体的にWien の公式を代入すると、 
 3 38 Bh k Th c e       3 3 8 hE d h c e d           
   2 3 38 hE E h h c e d h E               (A3.4) 
両辺を  
2
h で割ると、  
2
E h E h   となる。E h n  として、上の式を書き
直すと、 E h n   より、  
2
n n       (A3.5) 
空洞内の小さな部屋に粒子が出入りしている様子を考える。小部屋に含まれる粒子
の数の平均値は、空洞内の全粒子 N 、空洞全体の体積V 、小部屋の体積として、






n ＝ n となる（付録 4 参照）。例えば、小部屋の中に平均 100 個の粒
子が入っているとすると、その粒子数の揺らぎは  
2










電磁場のエネルギー密度が Rayleigh-Jeans (R-J) の輻射公式に従うような、振動数
 の低い場合、体積内のエネルギーの揺らぎの 2 乗平均を考察してみよう。 
    2 3 2 38 8 1BE d c k T d c d             
    2 22 38 BE E c k T d         
  2 2 38E c d        (A3.6) 
Wien の公式の場合と大きく異なる点は、式(A3.4)と違って、エネルギーの揺らぎの 2




波が干渉すると、波の振幅は A B から A B まで変化する。それ故、波のエネルギー
Eは  
2
A B から  
2
A B の間で変動するが、その平均値は 2 2E A B  である。この
とき、 
2
2A B E AB   ,  
2
2A B E AB    であることを考慮すると、エネル
ギーの揺らぎの 2乗平均値  
2
E は、   
2 2 2 22 4E E AB A B    となり、波のエ
ネルギーの平均値の 2 乗：  
22 2 2E A B 




ができる。式(A3.6)の分母に体積内の振動モードの数を表す因子  2 38 c d   が入
っている理由は、分子の
2
E がモードの数の 2 乗を含んでいるからである。割り算の
A10 
 
結果、エネルギーの揺らぎの 2 乗平均はモードの数に比例している。 
  すなわち、空洞内の電磁場のエネルギーの揺らぎは、振動数 が小さくて R-J の公
式に従う領域では、波の干渉による振幅の変動によるものとして理解できる。一方、







    3 38 1 1hE d h c e d           
      22 3 38 1h hE E h c h e e d               
      23 38 1 1 1 1h hh c h e e d             (A3.7) 
  2 2 38h E E c d         (A3.8) 
 
上の式の第 1 項は粒子性のエネルギーの揺らぎを、第 2 項は波動性のエネルギー
の揺らぎを表している。このように Planck の公式は、輻射光のエネルギーの揺らぎが、
本質的に波動性と粒子性の両方の側面を持つことを示している。 Bh h k T   1と
なるような振動数の大きな光の場合は、式(A3.7)の第 2 項の寄与は第 1 項に比べて圧倒





付録 4：ランダム現象による平均値からの揺らぎの 2 乗平均 
 
  確率論的にランダムな現象が起きているとき、ある量が平均値からずれる揺らぎの
2 乗平均値を求めよう。体積V の箱の中にN 個の粒子が入っていて、ランダムに動き回
っているとしよう。箱の中の微小な領域（小部屋：体積）に見出される粒子の数の平
均値 n はN V であるが、確率論を用いてそれを計算してみよう。N 個の粒子の内の
特定の粒子が小部屋の中に見出される確率は V 、部屋の外に居る確率は  1 V で





















     (A4.1) 
0w から Nw までの和をとれば、必ず確率 1 に等しい。それを確かめてみよう。 
 














       
     (A4.2) 
従って、小部屋の中の粒子数の平均値は、 
 


















     (A4.3) 
1,  1N N n n    と表し、N n N n   となることを考慮すれば、上式は 
 













       

   (A4.4) 
確かに、 n Np N V  となることが分かった。 
 
次に 2n を求めてみよう。  2 1n n n n   より、  2 1n n n n   である。 
第 2 項を計算すると、 
     
 
















     
 
   
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ˆ ˆ2,  2N N n n    と表し、 ˆ ˆN n N n   となることを考慮すれば、上式は 
   
 















     

  
   2 2 1 1n n n n Np N N p           (A4.5) 
   
2 22 2n n n n n     であることを考慮すれば、 
     
2 2 2 21 1n Np N N p N p Np p          (A4.6) 
1p であることを考慮すれば、  
2
n Np n   が成り立つ。 
A13 
 
付録 5：1 次元調和振動子の Schrödinger 方程式 
 
  1 次元調和振動子のポテンシャルエネルギーは     2 21 2U x m x と表される。エ
ネルギー固有状態の波動関数を  x 、エネルギー固有値をEとすると、 
   
 








x m m x x E x
dx

      H   (A5.1) 
m x   と変数変換し    x   、  2E   と表すと、式(A5.1)は 
 








   

         (A5.2) 
  で   0   となる解を求めるために、    
2 2e f   と変換すると、 
   


















    20 12 1 1 2 0
k k
k k kk k
c k k c kc               (A5.4) 














   
 
     (A5.5) 
0 0c  のとき、 2 4,  ,  .....c c は順次 0c で決まる値をとる。もし kが無限に大きくなるまで







 となり、 1のとき、 
  22 1c c   ! 1 ! が成り立つので、偶数項の和は の大きな部分で
2
e のテイラー級
数展開に漸近し、    
2 2e f   は  で発散する。奇数項の和の場合も
2
e に
漸近するので、同様に    は発散する。従って、多項式の係数の漸化式(A5.5)はある
有限な k の値以上で 0kc  とならなければいけない。その値を nとすると、 2nc  
4 ..... 0nc    を満足するために2 1n   となる。nが偶数すなわち 0 0c  の場合、 1c も
0 とすると、奇数 kに対する kc の値はすべて 0 となるので    は  で発散す
る。逆に nが奇数の場合（ 1 0c  ）も、 0 0c  とすると偶数項の和は無限に続くため、
  で    は発散する。結局、 0c と 1c の一方は必ず0となり、  f  は偶関数か奇
関数のいずれかである。 2 1n   より、調和振動子のエネルギー固有値は、 




量子数nに対するエネルギー固有関数  n  は、
n までの項を含む偶関数か奇関数の多
項式  nf  を用いて    
2 2
n nf e
    と表される。変数を xに戻して、規格化され
た波動関数  n x に書き直すと次のようになる。 
     
2
1
222 !  en m xn nx m n H m x
        (A5.7) 
ここで、  nH  は  nf  から決まる多項式であるが、その式を陽に書くことは省略する。
 nH  はエルミート多項式と呼ばれる。 
0n  の波動関数    
21 2 2
0
m xx m e     について少し考察しよう。エネルギ
ー最小の基底状態に対応するが（ 0 2E  ）、質点はポテンシャルエネルギー最小の








    
    
2 222 2 2 2 2 2
0 0




       
2m        (A5.8) 
となる。運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの平均値に直すと、 






付録 6：水素原子の Schrödinger 方程式 
 
  水素原子のエネルギー定常状態のエネルギー固有値を考察しよう。中心の陽子の位
置を原点に固定すると、電子はクーロンポテンシャル   2 04U r e r  を受けて運動
する。座標系として 3 次元極座標 , ,r  を採用する。電子のエネルギー固有状態の波動
関数を  , ,r   として、時間に依存しない Schrödinger 方程式を表すと、 




, , , , , ,
2 4
e
r r E r
m r
        







     2 2 2 2 2 2 22
2 2 2 2 2 2 3
1
,     
r r r x d x d
r
r drx y z x r dr r
     

    
       
     
 (A6.2) 
を考慮し、 2 2 2 2r x y z   を用いると、        2 2 2 2r d r d r r d r dr     とな







d d m e
E





    
 
    (A6.3)  











    
 
     (A6.4) 
r において   0r  となる解を求めるために、    rr e f r  と変換すると、 






d f r df r
f r




    
 









    2 10 02 1 2 1
k k
k kk k
k k c r k c r             
   1 110 02 1 2 0
k k
k kk k
k c r c r             (A6.6) 
さらに、第 3、4 項は 1r の項を分離して式を変形すると、次のように表せる。 
  12 102 2 2
k
kk
k c r c r
 

     11 002
k
kk




    2 10 02 3 2 4
k k
k kk k
k k c r k c r                
  11 02 2 0c c r 
       (A6.7) 
kr
の項の各係数の値を 0 とすると、 1k   の場合も含めて、 
    2 12 3 2 4 0k kk k c k c             
2k k   と書き直すと、 1k  に対して、 
   
 1 1
2
1 2      
1
k k k k
k
k k c k c c c
k k
 
   

    

   (A6.8) 
となる。  f r が rの無限級数になると、付録 5 における議論と同様、  f r は 2 re  に漸
近するので、 r で   0r  を満たすことができない。 kが有限な値  1n n  以上で
0kc  となるためには（ 1 ... 0n nc c    ）、2 0n   である。従って、 
2 4
2 2 2 2
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        (A6.9) 
この nE は、 2h  を考慮すると、Bohr が定常状態仮説に基づいて得たエネルギー準
位の式(15.4)と同一である。 
